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１　はじめに

流体中の粒子が時間と共に広がる拡散は、

コーヒーにミルクの１滴を滴下してミルクがひ

ろがる時や煙が空気中にひろがる時など日常的

によく見ることのできる現象である。リチャー

ドソン（L. F. Richardson）は、大気中におけ

る気球や火山灰の拡散の観測結果から、乱流状

態にある流体中の浮遊粒子の平均２乗変位が、

時間 t の３乗に比例するとする法則（リチャー

ドソンの法則）を導いた（1926年）[1]。リチャー

ドソンは、電子計算機が誕生する以前に、数値

計算による天気予報を試みた研究者として知ら

れている。

乱流状態にある流体中の浮遊粒子の平均２乗

変位に対するリチャードソンの法則は、粒子の

運動方程式を、速度場が白色雑音であると仮定

して解くことで示すことができる。しかしなが

ら、こうした乱流に浮遊する粒子の拡散の性質

を力学系の立場から説明することは簡単ではな
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概要　２次元の保測写像である標準写像と標準写像を結合した４次元のFroeschlé写像における

相空間上のカオス軌道の相対拡散の統計的性質を数値的に調べた。

　標準写像において、通常拡散が生じるパラメータK＝3.86では、相空間上のカオス軌道の２点

間の平均２乗変位は、１点拡散の平均２乗変位のほぼ２倍になった。一方、異常拡散が発生する

パラメータK＝6.9115では、相空間上の２つのカオス軌道の間の平均２乗変位は、１点拡散の平

均２乗変位の２倍とのズレが通常拡散に比べて大きくなる傾向が出た。

　Froeschlé写像において、結合定数がμ＝0.0、K1およびK2が標準写像において加速モードが安

定に存在するパラメータ（K1＝6.9115, K2＝6.4717）では、相空間上の各点の平均２乗変位の指

数ζ1, ζ2が異なり、相対拡散の平均２乗変位の指数ζは、その中間の値となった。結合定数μ

が正（μ＝0.001）、K1およびK2が標準写像において加速モードが安定に存在するパラメータ（K1

＝6.9115, K2＝6.4717）でも、各点の平均２乗変位の指数ζ1, ζ2が異なり、相対拡散の平均２乗

変位の指数ζは、その中間の値となった。また、結合定数μが正の場合の方が、μ＝0 の時に比

べて相対拡散、１点拡散の平均２乗変位の指数ζ, ζ1, ζ2が大きくなった。

キーワード：保測写像、カオス、カオス拡散、相対拡散、異常拡散、乱流



― 110 ―

福岡県立大学人間社会学部紀要　第17巻　第２号

― 111 ―

石崎：保測写像におけるカオス軌道の相対拡散

い。

近年、低次元力学系においても非常に複雑な

カオス運動が生み出されることがわかり、多く

の研究がなされてきている[2, 3, 4, 5]。低次元

力学系のカオス拡散の例として、ラグランジア

ンカオスが挙げられる[6]。例えば、ベナール

対流における水平方向と垂直方向の２次元平面

上での流体粒子の運動は、保測力学系（面積が

保存される）と同等となり、対流ロールが時間

的に振動するとき、各ロールのセル間の境界付

近から広域的カオスが発生することが知られて

いる。

こうした低次元力学系におけるカオス拡散

では、ブラウン運動のような通常拡散（平均２

乗変位が t に比例）や異常拡散［平均２乗変位

が t のべき乗（指数が１とは異なる）に比例］

が生じる。低次元力学系におけるカオス拡散の

解析的および数値的研究は、乱流と輸送現象の

力学系の観点からの解明に有効な手がかりを与

えるものと期待される。

本稿では、保測写像における相空間上での２

点間の相対拡散を数値計算により調べた。流体

中の拡散の実験では、２つの探索粒子の相対距

離の２乗平均が時間と共にどのように増大する

のかという相対拡散がよく調べられており、相

対拡散は実験で測定できる重要な量である。

第２節では、代表的な保測写像である標準写

像と標準写像を結合したFroeschlé写像につい

て紹介する。第３節では、相空間内でのカオス

軌道の拡散の性質について考察する。第４節で

は、標準写像とFroeschlé写像における相対拡

散の数値計算結果を示す。第５節で今回の数値

計算のまとめと課題について考察する。

２　保測写像

２．１　標準写像

標準写像は、Chirikovによって最初に導入

された（1979年）[7]。

こ の 写 像 の 物 理 的 な モ デ ル は、Kicked 

Rotatorである。これは、摩擦のない回転子に

周期T毎に周期外力（K sin θ）が加わる力学

系である。θ(t)を、回転子の角度とし、運動量

をp≡θ
3

とするとKicked Rotatorのハミルト

ニアンHは、次式で与えられる。

 ⑴

ここで、Kは周期外力の大きさであり、nは整

数である。相空間上の状態変数は、X→(t)＝{θ(t), 
p(t)}である。X→(t)の時間発展方程式は、⑴式の

ハミルトニアンHより次式となる。

 ⑵

⑵式を t がnT－∊＜t＜(n＋1)T－∊の間で積分

する。２変数に関して、次のように、

 ⑶

∊が０の極限を取る。ここで、p(n)やθ(n)の

nは、nTのことである。以降は、Tを省略して

表記する。このようにして、周期T毎のX→(t)＝
{θ(t), p (t)}の時間発展を与える次の写像が得ら

れる。

 ⑷

⑷式が、標準写像と呼ばれる写像である。ここ

で、q (n)＝θ(n)/2πで変数変換を行うと
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 ⑸

となる。数値計算では⑸式を使うことにする。

標準写像は、宇宙線粒子のFermi加速の仕

組みの解析、ブラズマ高周波加熱、トカマク内

に生成されるα粒子の閉じ込めの問題の研究な

どで、取り上げられるモデルである。

⑸式のヤコビ行列の行列式を求めると、

 ⑹

となる。このことから、標準写像は、相空間内

の任意の微小領域（２次元）をとったとき、写

像の前後での微小領域の面積が等しい保測写像

であることがわかる。

図１は、標準写像における相空間である。K
がKc ＝0.9716…を超えると、q＝－0.5～0.5の

不変曲線（KAMトーラス）が崩壊して、カオ

スの海の領域が相空間内のp方向に広がる[8]。

従って、K＞Kc ではカオス軌道のp方向への

拡散が発生することになる。

２．２　Froeschlé写像

標準写像は２次元写像であるが、さらに次

元を増やした写像でのカオス軌道の拡散を考

えたい。標準写像を２つ結合したタイプの写

像としてFroeschlé写像が知られている[9]。

Froeschlé写像は、次式で与えられる４次元写

像である。

 ⑺

⑺式からわかるように、μ＝0 の時、Froeschlé

写像は、２つの独立した標準写像と等価となる。

従って、μが２つの標準写像の結合定数となっ

ている。

⑺式のヤコビ行列の行列式を求めると、

図１：標準写像におけるK＝0.9とK＝1.2での相空間
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 ⑻

となる。このことから、Froeschlé写像は、相

空間内の任意の微小領域（４次元）をとったと

き、写像の前後での微小領域の測度が変化しな

い保測写像であることがわかる。

次節では、こうした標準写像における相空間

上でのカオス軌道の拡散に関する統計的性質に

ついて考察する。

３　標準写像における相空間上でのカオス軌

道の拡散

相空間内のp方向のカオス軌道の拡散の統計

的な性質を調べるために、n回写像からn＋1

回写像時の１ステップあたりのpの変化をu (n)

≡p (n＋1)－p (n)とする。n回写像間のpの変

化は、

 ⑼

で与えられる。従って、n回写像間のp方向の

平均２乗変位は、

 ⑽

で 与 え ら れ る。 こ こ でC ( j )≡〈［u ( j )－
〈u ( j )〉][u (0)－〈u (0)〉]〉である。

一般に平均２乗変位は、次式のようにnのべ

き乗に比例する。

 ⑾

⑾式における指数がζ＝1 の場合、

 ⑿

となる。ここで係数Dは拡散係数である。この

ように平均２乗変位がnに比例する場合は「通

常拡散」である。

 一方、⑾式における指数がζ≠1 の場合、

u ( j )には、C (j)∝j －(β－1), (1＜β＜2)のような

長時間相関が生じていることになる。これは

「異常拡散」と呼ばれる。図２は、相空間のカ

オスの海上に初期点をとって計算した平均２乗

変位である。図２⒜は、平均２乗変位がnに比

例する通常拡散の例であり、図２⒝は、平均２

乗変位がnに比例しない異常拡散の例である。

この場合の異常拡散は、カオス軌道が加速モー

ドトーラスのまわりへ間欠的に粘着することに

起因して生じるものである[5, 10, 11, 12]。Q周

期の加速モードは、次式を満たす周期軌道のこ

とである。

 ⒀

ここで l は、ゼロではない整数である。従って、

p＊( j )はQステップ毎に± l だけ変位する。こ

のような加速モードが安定に存在するパラメー

タ領域は、周期軌道{X＊(n)}の安定性解析に

よって求めることができる。Q＝1 の加速モー

ドが安定に存在するパラメータ領域は、
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 ⒁

である。

次節では、標準写像やFroeschlé写像におけ

る相空間上でのカオス軌道の相対拡散に関する

統計的性質について考察する。

４　カオス軌道の相対拡散

４．１　標準写像における相空間上でのカオス

軌道の相対拡散

標準写像における相空間内の２つの点の間の

距離を、

 ⒂

とおく。ここで、１点拡散と相対拡散を区別す

るために

 ⒃

  ⒄

とおく。

相空間内の２点間の相対距離に関する平均２

乗変位は、

 ⒅

となる。

標準写像において、⒅式の右辺第１項と第２

項は、統計的に同等であり、もし、第３項の

〈S1
n S2

n〉と第４項の〈S1
n S2

n〉がゼロであれば、

相対距離の平均２乗変位は、通常の平均２乗変

位の２倍になることがわかる。

ここで、相対拡散と１点拡散におけるステッ

プ数nに対する平均２乗変位の変化を与える指

数を区別するために

 ⒆

 ⒇

 ㉑

と表記する。

図３は、標準写像におけるK＝3.86とK＝

6.9115での相空間内の初期点を、{p1(0), q1(0)}

図２：標準写像におけるK＝3.86とK＝6.9115での平均２乗変位（N＝107）
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＝{0.00001, 0.50001}と{p2(0), q2(0)}＝{-0.00001, 

0.49999}にとった場合の各点の１点拡散と２点

間の相対拡散を比較したグラフである。２つの

軌道のそれぞれの１点拡散は、理論的に〈(S1
n

－〈S1
n〉)

2〉＝〈(S2
n －〈S2

n〉)
2〉になるはずであり、

図３⒜と⒝は数値的にそうであることを示して

いる。

図 ４ は、〈(Srn －〈Srn〉)
2〉と2〈(S1

n －〈S1
n〉)

2〉

との差と〈(Srn －〈Srn〉)
2〉と2〈(S2

n －〈S2
n〉)

2〉と

の差のグラフである。通常拡散が生じるK＝

3.86では、その差はn＝1000でも±2.5に抑えら

れているのに対して、異常拡散が生じるK＝

6.9115では、n＝1000で±100程度まで大きく

なっている。異常拡散が発生している場合は、

相対拡散と１点拡散の２倍とのズレは、通常拡

散の場合に比べて非常に大きくなっている。図

５は、図３⒝の両対数グラフである。図５のグ

ラフの傾きを、n＝10～1000のデータに最小２

乗法を利用して、相対拡散と１点拡散の指数を

求めた。その結果、ζ＝1.281, ζ1＝1.276, ζ2

＝1.283となった。各点の平均２乗変位の指数

ζ1, ζ2、相対拡散の平均２乗変位の指数ζは、

ほぼ等しい値になっている。

図３：標準写像における⒜ K＝3.86と⒝ K＝6.9115での各点の平均２乗変位と２点間の平均２乗変位

（N＝108)

図４：標準写像における⒜ K＝3.86と⒝ K＝6.9115での２点間の平均２乗変位と各点の平均２乗変位

の２倍との差(N＝108)
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４．２　Froeschlé写像におけるカオス軌道の相

対拡散

Froeschlé写像における相空間内の２つの点

の間の距離を、

 ㉒

とおく。

相空間内の２つの点の間の相対距離に関する

平均２乗変位は、

 ㉓

となる。

図６は、Froeschlé写像のp1－p2平面上での

近接した２点({q1
1(0), p1

1(0), q1
2(0), p1

2(0)}＝{0.501, 

0.001, 0.501, 0.001}と{q2
1(0), p2

1(0), q2
2(0), p2

2(0)}

＝{0.502, 0.002, 0.502, 0.002})の軌跡である。

まず、結合定数がμ＝0 の{q1(n), p1(n)}と

{q2(n), p2(n)}が独立に時間発展をする場合を考

える。図７は、K1＝6.9115, K2＝6.4717の場合

の２つの初期点の各点の１点拡散と２点間の

相対拡散のグラフである。K1, K2の２つのパ

ラメータとして、標準写像において、いずれ

も加速モードトーラスが安定に存在するK1＝

6.9115, K2＝6.4717を選択した。また、２つの

初期点として{q1
1(0), p1

1(0), q1
2(0), p1

2(0) }＝{0.501, 

0.001, 0.501, 0.001}と{ q2
1(0), p2

1(0), q2
2(0), p2

2(0)}

＝{0.502, 0.002, 0.502, 0.002}を選択した。図

７⒝の両対数グラフの傾きを、n＝10～1000の

データに最小２乗法を利用して、相対拡散と１

点拡散の指数を求めた。その結果、ζ＝1.418, 

ζ1＝1.302, ζ2＝1.497となった。各点の平均２乗

変位の指数ζ1とζ2が異なっており、相対拡散の

平均２乗変位の指数ζは、その中間の値になっ

ている。これは、μ＝0のため、２つの初期点

が異なるK1, K2で独立に時間発展をするためで

ある。

次 に、 μ ＞0で{q1(n), p1(n)}と {q2(n), p2(n)}

が相互に結合して時間発展をする場合を考え

る。 図 ８ は、K1＝6.9115, K2＝6.4717, μ ＝

図５：標準写像におけるK＝6.9115での各点の

平均２乗変位と２点間の平均２乗変位の

両対数グラフ(N＝108)

図６：Froeschlé写像におけるK1＝6.9115, K2＝

6.4717, μ＝0でのp1－p2平面上の近接し

た２点の軌跡
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0.001の場合の２つの初期点の各点の１点拡散

と２点間の相対拡散のグラフである。２つの

初期点として{q1
1(0), p1

1(0), q1
2(0), p1

2(0)}＝{0.501, 

0.001, 0.501, 0.001}と{q2
1(0), p2

1(0), q2
2(0), p2

2(0)}

＝{0.502, 0.002, 0.502, 0.002}を選択した。図

８⒝の両対数グラフの傾きを、n＝10～1000の

データに最小２乗法を利用して、相対拡散と１

点拡散の指数を求めた。その結果、ζ＝1.502, 

ζ1＝1.522, ζ2＝1.479となった。μ＝0.0 の場合

と同様に、各点の平均２乗変位の指数ζ1とζ2が

異なっており、相対拡散の平均２乗変位の指数

ζは、その中間の値になっている。標準写像の

場合は、異常拡散が生じるパラメータでも、図

３⒝のように、１点拡散の平均２乗変位であ

る〈(S1
n －〈S1

n〉)
2〉と〈(S2

n －〈S2
n〉)

2〉はほぼ等し

くζ1とζ2も等しかったが、Froeschlé写像では

大きく異なっている。また、μ＝0.0に比べて、

μ＝0.001の方が指数が0.1程度大きくなってお

り、異常拡散が強くなっている。

５　まとめと課題

２次元の保測写像である標準写像と２つの

標準写像を結合した４次元の保測写像である

Froeschlé写像における相空間上のカオス軌道

の相対拡散の統計的性質を数値的に調べた。

図７：⒜ Froeschlé写像におけるK1＝6.9115, K2＝6.4717, μ＝0での１点拡散と相対拡散（N＝10
8)。⒝

⒜のグラフの両対数グラフ

図８：⒜ Froeschlé写像におけるK1＝6.9115, K2＝6.4717, μ＝0.001での１点拡散と相対拡散（N＝10
8)。

⒝ ⒜のグラフの両対数グラフ



― 116 ―

福岡県立大学人間社会学部紀要　第17巻　第２号

― 117 ―

石崎：保測写像におけるカオス軌道の相対拡散

標準写像において、通常拡散が生じるパラ

メータK＝3.86では、相空間上の２つのカオス

軌道の間の平均２乗変位は、１点拡散のほぼ２

倍となった（図３⒜）。一方、異常拡散が生じ

るパラメータK＝6.9115では、２つのカオス軌

道の間の平均２乗変位は、１点拡散の２倍から

のズレが通常拡散に比べて大きくなる傾向が出

た（図４⒝）。K＝3.86 とK＝6.9115 では、い

ずれも１点拡散の平均２乗変位〈(S1
n －〈S1

n〉)
2〉

と〈(S2
n －〈S2

n〉)
2〉が共に等しい（図３⒜, ⒝)

ため、数値計算のアンサンブル数Nは十分に

取れているものと判断される。しかし、K＝

6.9115での相対拡散の１点拡散の２倍からのズ

レは、数値誤差によるものなのかどうかを明確

にするために、数値計算のアンサンブル数N
を増やして調べる必要がある。

Froeschlé写像において、結合定数がμ＝0, 

K1およびK2が標準写像において加速モードが

安定に存在するパラメータ（K1＝6.9115, K2＝

6.4717）では、相空間上の各点の平均２乗変位

の指数がζ1＝1.302, ζ2＝1.497と大きく異なり、

相対拡散の平均２乗変位の指数は、その中間の

値ζ＝1.418となった。

結合定数μが正(μ＝0.001)、K1およびK2が

標準写像において加速モードが安定に存在する

パラメータ（K1＝6.9115, K2＝6.4717)でも、相

空間上の各点の平均２乗変位の指数ζ1＝1.522, 

ζ2＝1.479が異なり、相対拡散の平均２乗変位

の指数は、その中間の値ζ＝1.502となった。μ

＝0の場合は、{q1(n), p1(n)}と{q2(n), p2(n)}が独

立に時間発展をするために各点の平均２乗変位

の指数が異なるが、μ≠0でも異なった。また、

結合定数がμ＝0 の時に比べて相対拡散、１点

拡散の平均２乗変位の指数ζ, ζ1, ζ2が大きく

なった。結合定数が正（μ＝0.001）になると、

異常拡散が強くなった原因が、結合により、強

い相関のある運動が生成されたのであるとすれ

ば大変興味深い現象である。これらの結果が、

Froeschlé写像が標準写像に比べて、次元が２

次元から４次元に増えたことにより統計的な収

束が遅くなるために生じたものなのかどうかを

明確にするために、今後、数値計算のアンサン

ブル数Nを増やして調べる必要がある。
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